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1. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ∈ Matn(R) ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q(X) = tr

(
XTAX

)
íà ïðîñòðàíñòâå Matn(R) áóäåò ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåë¼ííîé?

2. Èçâåñòíî, ÷òî a0+
a1

2 + a2

3 +. . .+ an

n+1 = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí a0+a1x+a2x
2+. . .+anx

n

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

3. Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a è äèñïåðñèåé σ2, ïðèíèìàþùèå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü
òàêæå m < n. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîøåíèÿ

X1 + . . .+Xm

X1 + . . .+Xn

4. ×¼ðíûé êóá ïîêðàñèëè ñíàðóæè áåëîé êðàñêîé, çàòåì ðàçðåçàëè íà 27 îäèíàêîâûõ
ìàëåíüêèõ êóáèêîâ è êàê ïîïàëî ñëîæèëè èç íèõ áîëüøîé êóá. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âñå
ãðàíè ýòîãî êóáà áóäóò áåëûìè?

5. Ïðèäóìàéòå ñòðóêòóðó äëÿ õðàíåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ ìîãëà áû âûïîëíÿòü
çàïðîñû �äîáàâèòü ýëåìåíò�, �óäàëèòü ýëåìåíò�, �óäàëèòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò� è �óäà-
ëèòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò�, ïðè÷¼ì ïîñëåäíèå äâà âûïîëíÿëà áû çà âðåìÿ O(1).
Ïîñòàðàéòåñü òàêæå ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ âûïîëíåíèå ïåðâûõ äâóõ çàïðîñîâ. Ìîæíî ëè
ñäåëàòü òàê, ÷òîáû è îíè òîæå âûïîëíÿëèñü çà âðåìÿ O(1)?

6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 1, an+1 = sin(an). Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä
∑∞

i=1 an?

7. Íàçîâ¼ì ìàòðèöó âðàùàòåëüíîé, åñëè ïðè ïîâîðîòå íà 90◦ âîêðóã öåíòðà îíà íå ìåíÿåòñÿ.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë λ1, . . . , λk ∈ R íàéä¼òñÿ n ∈ N è âðàùàòåëüíàÿ

ìàòðèöà n× n, äëÿ êîòîðîé λ1, . . . , λk ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî ó âðàùàòåëüíîé ìàòðèöû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âñå

ñîáñòâåííûå âåêòîðû v ñ îòëè÷íûìè îò íóëÿ äåéñòâèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè ñèììåòðè÷íû (òî åñòü vi = vn−i+1).

8. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð 2n âåðøèí è n2 + 1 ðåáðî. Òðå-
óãîëüíèêîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òð¼õ âåðøèí è òð¼õ ñîåäèíÿþùèõ
èõ ð¼áåð. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå íàéäóòñÿ äâà òðåóãîëüíèêà ñ îáùèì ðåáðîì.


